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CURSUL NR.1

Elemente de logica si teoria multimilor

Logica matematici [gr.]logos-,ratiune®| este o stiinta care are ca obiect
studiul formelor propozitionale si legile de rationare cu expresii propozitionale,
precum si modele care permit realizarea acestui studiu. Logica matematica este
interesata numai de valoarea logica a propozitiilor adica daca sunt adevarate
sau nu.

Argumentele care valideaza demonstratiile conventionale formeaza logica.

Nota istorica

Primul studiu sistematic al rationamentelor logicii a fost opera filosofului
grec Aristotel (384-322 1.Hr.). Desi bazele filosofiei au fost puse de Platon
(427-347 1.Hr.), Aristotel este cel care a tras cocluziile necesare din filosofia
acestuia si a dezvoltat-o.

In tratatul siu de logicd, Aristotel prezintd o colectie a principalelor
rationamente deductive. Cultura aristotelicd a fost preluatd de arabi, prin
traducerile siriene, de unde a trecut in Evul Mediu Crestin.

Matematicianul german Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) este con-
siderat primul filosof care a intentionat sa dezvolte logica simbolistica ca limbaj
stiintific universal. Aceste studii au dat un mare impuls creatiei in domeniul
matematicii. In secolul al XIX-lea, matematicienii englezi George Boole (1815-
1864) si Augustus De Morgan (1806-1871) au revolutionat logica aplicand
metodele algebrei simbolistice. Contributii ulterioare au fost date de inginerul
si filosoful american Charles Sanders Peirce (1839-1902) care a introdus si
conceptul de cuantificator in logica simbolica, Gottlieb Frege (1848-1925).
Bertrand Russell (1872-1970), David Hilbert( 1862-1943), Paul Bernays

1888-1977).

Conectori logici si table de adevar

Propozitiile sunt notate prin litere mici: p, g, r,...fiind considerate ca fiind
fie false fie adevarate.

Valoarea de adevar a unei propozitii false este 0, iar a unei propozitii
adevarate este 1.
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Exemple

p: ,Matematica este o disciplina stiintifica®.

g ,2+5=8"

Propozitiile precedente sunt numite primitive, deoarece nu pot fi descom-
puse in altele mai mici.

Putem crea alte propozitii plecand dela cele existente in doud moduri:

1) Transforménd o propozitie p in negatia sa |p (se citeste non p).

De exemplu: |p: ,Matematica nu este o disciplina stiintifici*.

2) Combinand mai multe propozitii prin utilizarea conectorilor logici:

a) conjunctia, noatatd A, se citegte ,,i%

b) disjunctia, notatd V, se citeste ,sau‘:

c) implicatia, notatd —, se citeste ,,implicd* . Daci considerim implicatia
P — ¢, atunci p este ipoteza, iar ¢ este concluzia. Mai spunem ca p este suficient
sa aibe loc ¢;

q este necesar dacd are loc p; q este o conditie necesard pentru p; daci p
atunci ¢;

d) echivalenta, notata <», se citeste ,echivalent®. De exemplu p & ¢ se
citegte: p daca si numai daci ¢; p este necesar si suficient pentru g.

Propozitiile compuse sunt definite prin urméitoarele tabele:

P g phNqg pVg p—gq perg
p p 00 0 0 1 1
0 1 01 0 1 1 0
1 0 10 0 1 0 0
11 1 1 1 1

Retinem ca propozitia compusi p A q este adeviirati numai cand ambele
propozitii sunt adevarate. Propozitia compusa p V ¢ este falsd numai cand
ambele propozitii sunt false.

Falsul implica orice.

Vom aminti un rationament al logicianului englez Bertrand Russell (filosof,
matematician, critic social gi laureat al premiului Nobel pentru literatura, in
anul 1950).

Mare i-a fost mirarea unui filosof cind a aflat de la logicianul B. Russell
ca dintr-o afirmatie falsd poate fi dedusa oricare alta. El a intrebat:

»— Dumneavoastra considerati ci din afirmatia falsi 5 = 2 + 2 rezults
afirmatia ca sunteti Papa de la Roma?
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— Desigur! a raspuns cu fermitate Russell si a expus demonstratia:

Daca scadem 2 din fiecare membru, vom obtine 3 = 2 sau prin scadere cu
o unitate obtinem echivalent 2 = 1. atunci Papa de la Roma si cu mine suntem
una i aceeasi persoana.”

Exercitiu rezolvat
Sa se determine valorile de adevar ale propozitiilor:

p—(Vae); pA(lpAg).

Solutie. Vom completa urmatorul tabel:

p ¢ pVg p—(pVa) Ip TpAg pA(lpAg)
000 1 1 0 0
011 1 1 1 0
101 1 0 0 0
111 1 0 0 0

Definitie. O propozitie compusa se numeste tautologie dacd este adeva-
ratd indiferent de valorile de adevar ale propozitiilor sale componente.

O propozitie compusd se numegte contradictie daca este falsa indiferent de
valoarile de adevar ale propozititlor sale componente.

Din exemplul de mai sus, propozitia p — (p V ¢) este o tautologie, iar
propozitia p A (]p A g) este o contradictie.

In general, o demonstratie este formati dintr-o listd de propozitii date,
numite premise, si 0 propozitie care se numeste concluzie.

Sa notdm premisele cu py, po, ..., pn §i cu ¢ concluzia. Astfel vom avea:

(L ApaA-..App) =g,

unde in ipotezd avem conjunctia a n premise. Observam ca daca cel putin
una dintre premise este falsa, atunci indiferent de valoarea de adevar a lui
g implicatia este adevarata. Daca toate premisele sunt adevarate gi g este
adevaratd, atunci implicatia este adevarata.

Exercitiu rezolvat

Daca propozitiile p, ¢ sunt primitive astfel ca implicatia p — ¢ sa fie falsa,
sa se determine valoarea de adevar pentru:

a)pAg b)lpVe ) g—p; d)lg—]p

Solutie. Avem p adevarata si g este falsa. Rezulta:
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a)0; b)0; ¢)1; d)o.

Exercitiu rezolvat

Sa se determine valoarea de adevir ale urmatoarelor implicatii:

a) dacd 4+ 8 = 13 atunci 6 + 9 = 20;

b) dacd 7+9 = 16 atunci 6 + 8 = 14;

c) dacd 4+ 9 =13 atunci 5+ 9 = 18;

d) daca Thomas Jefferson a fost primul presedinte al S.U.A. atunci

3+8=11.

Solutie. c) Este falsa; a), b),d) sunt adevirate. T. Jefferson a fost al treilea
presedinte in perioada 1801-1809. Primul presedinte a fost George Washinton
(1789-1797).

Exercitiu rezolvat

Se considera tabelul de adeviar urméator:

p g pVg p—=>(@Ve p ITpAq pA(lpAQ)
00 0 1 1 0 0
01 1 1 1 1 0
10 1 1 0 0 0
111 1 0 0 0

O propozitie se numeste tautologie daci este adevirati indiferent de valo-
rile de adevar ale propozitiilor sale componente. Astfel propozitia p — (p V q)
ale carei valori de adevir sunt in coloana a IV-a a tabelului este o tautologie.

O propozitie se numeste contradictorie daci este falsi indiferent de valo-
rile de adevar ale propozitiilor sale componente. Astfel propozitia p A (]p A q)
este contradictorie, aga cum rezulta din coloana a VII-a din tabel.

Exercitiu rezolvat

Se considera tabelul de adevar urmitor:

p g lp IpvVg p—yq
001 1 1
011 1 1
100 0 0
110 1 1

Doud propozitii s;, sy se numesc echivalente si scriem s; < sy daca s,
este simultan falsa sau simultan adevarata cu s,.
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Din tabelul precedent, deducem cia p — q < |p V q.

Exercitiu rezolvat
Se considera tabelul de adevar urmator:

o o

g pAhg 1(pAg) p g
00 1 1 1
10 1 1 0
00 1 0 1
11 0 0 0

1pVlg pVa 1(pVa IpAle
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0
0 1 0 0

Din acest tabel rezulta ca au loc relatiile lui De Morgan:

1(p A q) =1pVig,

1(pVq) =]pAle.

Vom nota cu 7T, tautologia si cu Fy propozitia contradictorie. Vom enu-
mera lista proprietatilor algebrei propozitiilor care se demonstreaza cu ajutorul

tabelelor

1)
2)

3)

de adevar:

Ipep

I(pAg) =1pVig

1(pVq) <lpAle
pVgeqgVp

PAGE qAp

pV(gvr)e (pVgVr
pA(gAT) & (PAG AT
pV(gAr)e (Vg AlpVr)

pA(qgVvr)e (pAgV(pAT)

pVpesp
pApSD
pVE&p
pANTy&p
pVip e Th
pAlp & Fy
p\/Tg@Tg
p/\F0<=>F0
pV(pAg) &p
pA(PVag &p

(legea dublei negatii)
(legile lui De Morgan)

(legile comutativitatii)

(legile asociativitatii)

(legea de distributivitate a lui V
fata de A)

(legea de distributivitate a lui A
fata de V)

(legile de idempotenta)

(legile elementrelor neutre)
(legile inversarii)

(legile de dominare)

(legile de absorbtie)
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Observatie. Dacd s este o propozitie, duala sa s? este propozitia obtinuts
astfel: V devine A, A devine V, Fy devine Ty, T, devine Fy, iar negatia ] nu se
modifica.

Remarcam echivalenta: dacid s < ¢ atunci s < t¢. Remarcati acest
principiu in proprietatile de mai sus.

Exercitiu rezolvat

Sa se calculeze : | (p — ¢)

Solutie. 1(p—4q) = 1(lpVq) € pAlq

Exemplu. Sa se nege: , Daci ploua imi iau umbrela. ¢
bk
Solutie. ,Ploud si nu-mi iau umbrela. ©

Exercitiu
Din tabelul:

sd se deduca echivalenta : (p — q) & (g —]p)

Aplicatie

Daca n € N* §i 2" + 1 este numér prim atuncin =2F , ke N

(Admitere Facultatea de Matematici, Bucuresti, 1978)

Solutie. Pentrun = 1, M = 2+ 1 = 3 este numdir prim, n = 2°. Fie
n > 2; Neputand demonstra p — ¢, vom demonstra |¢ —]p. Astfel |¢ : daca
n nu este putere a lui doi, inseamna ca in descompunerea sa in factori primi, n
are cel putin un factor prim impar, si-1 notam cu 2¢ + 1. Deci n = (2t + 1) p,
atunci:

M=2"41=200p 1 = (/)% 1 = (224 1) (2P®) = ... +1)

care este compus, adica am ajuns la |p.

Prin utilizarea principiului logicii, rezultd afirmatia data ca fiind adevi-
rata.

Utilizarea cuantificatorilor

Multe din axiomele, definitiile gi teoremele din matematici utilizeazi cuan-
tificatorii: existential 3 sau universal V.
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De ‘exemplu: p(z): x 4 4 este un numar par. Este important, care este
universul in care lucram, adica In care multime variaza r si pentru care va-
lori din aceastd mul{ime consideram propozitia adevarata? Evident ca putem
considera z € Z si z este numar par.

Se pot considera propozitii care depind de doua sau mai multe variabile.
De exemplu: g (z,y) : = +y =8 etc.

Exemplu

In multimea numerelor reale vom considera :

p(z): z>0

q(z) : 12 >0

r(z): 22 —3z—-4=0

s(z) : 22 —=3>0

Sa analizim valorile de adevar ale urmatoarelor propozitii :

1) 3z [p(z) Ar(z)]. Este adevirats, deoarece p (4) A7 (4) este adevarata

2) Yz [p(z) — q(z)]. Este adevératd, deoarece dacd a < 0, p(a) este
falsi, q(a) este adeviratd si p(a) — ¢(a) este adevarata. (Falsul implica
orice). Daca a > 0, atunci p(a), ¢(a) sunt adevarate si p(a) — gq(a) este
adevarata.

3) Vz [qg(z) — s(z)]. Este falsa deoarece, pentru z = 1, ¢ (1) este adeva-
ratd, s (1) este falsd si ¢ (1) = s(1) este falsa.

4)Vz [r(z) V s(z)] . Este falsi deoarece, pentru z = 1, r (1) este falsa,
s (1) este falsa.

5) Vz [r(z) — p(z)]. Este falsa deoarece, pentru z = —1, r(—1) este
adevarata, iar p(—1) este falsa.

Are loc implicatia: Vz, p(z) = Jzp(x). Implicatia inversa nu este tot-
deauna adevarata.

Definitie. Fie p(z) , q(x) propozilii adevarate pentru x intr-un univers
dat. Atunci:

Vz [p(x) & q(z)] atunci cind p (a) < q(a) pentru a in universul dat.
Yz [p(z) = q(z)] atunci cind p(a) — q(a) pentru a in universul dat.
Exemplu

In multimea numerelor reale vom considera:

p(z): 3x—1=25,

gle) & 2t =16

Observim ci [z p(z) A Iz g(z)] = Fz [p(z) A ¢(z)]
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